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Topologia I. Examen VIII

Ejercicio 1 (5 puntos). Sea || - || la norma euclidea usual en R?. Se consideran los
conjuntos X = {(z,y) € R? | [[(z,9)|| < 2} y § = {(z,y) € R* | [|(2,y)[| = 2}. Para
cada p = (z,y) € X, se considera la siguiente familia:

“ Sipes, B, = {B((0,0),r)U{p}|0<r <1}
= Sipg s, B, ={B(p.r)[0<r<2—|p|}
Responde razonadamente a las siguientes preguntas:

1. (1.5 puntos) Demuestra que existe una unica topologia 7 en X tal que las fa-
milias anteriores forman una base de entornos de cada punto. En los siguientes
apartados, se considera el espacio topoldgico (X, T).

Demostramos las 4 condiciones del Teorema corespondiente. En primer lugar,
sea p €S-

V1) Veamos que 3, # 0. Como ]0,1[ # 0, entonces 3, # (. Por ejemplo,
B(0,1/2) U {p} € f,
V2) Dado V' € §,, de forma directa se tiene que p € V.

V3) Sean V}, Vs € f,. Tenemos que ver que 3V3 € f3, tal que V3 C Vi N Va.
Sean V) = B(0,7r)U{p} y Vo = B(0,re)U{p}, con ry,ry €]0, 1]. Entonces,
tomando rs = min{ry,re}, tenemos que Vi = B(0,7r3) U {p} € B, ¥y
ademas V3 = V; N Vy, por lo que V3 cumple lo que buscamos.

V4) Sea V' € f3,. Comprobemos que 3V’ € 3, tal que V' C V y, para todo
qe V', IV, € B, tal que V, C V.
Sea V.= B(0,7) U {p}, con r €]0,1[. Entonces, tomando " = 7/2, sea
V' = B(0,r") U {p} € B,. Como " < r, entonces V' C V. Sea ahora
qge Vv’
» Si ¢ =p, tomamos V, = V', y tenemos que V, C V.

= Si g # p, entonces g € B(0,r’), por lo que ¢ ¢ S. Por tanto, tenemos

que V, = B(q,r,) € B,, para cierto 0 < r, < 2 — [|¢||. Calculemos

r, de forma que V, = B(q,r,) C V. Para ello, necesitamos que, para
todo = € B(q,1y), se tenga que ||z|| < r:

,

,
Ha:—QH<7“q:>HxH<rq—|—HqH<rq+r':rq+§<r<:>rq<§

minqz, 2 —
Por tanto, tomando r, = {2 ||q||}

, tenemos lo buscado.

2
Sea ahora p € X \ S, por lo que p € B(0,2). Veamos que 3, cumple las
condiciones del Teorema:

V1) Veamos que 8, # 0. Como ||p|| < 2, tenemos que ]0,2 — ||p||[ # 0, por lo
que S, # (0. Por ejemplo, B(p, nicefrac2 — ||p||2) € B,.

V2) Dado V € ,, de forma directa se tiene que p € V.
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V3) Sean Vi, Vs € f3,. Tenemos que ver que 3V5 € G, tal que V5 C Vi N V4.
Sean Vi = B(p,m1)y Vo = B(p,13), con 1,719 €]0,2 — ||p||[. Entonces,
tomando r3 = min{ry, ro}, tenemos que V3 = B(p,r3) € B,, y ademds
Vs =V N Vs, por lo que V3 cumple lo que buscamos.

V4) Sea V € f,. Comprobemos que 3V’ € 3, tal que V' C V vy, para todo
qe V', 3V, e B, tal que V, C V.
Sea V' = B(p,r), con r € 0,2 — ||p||[- Entonces, tomando " = /2, sea
V' = B(p,r’") € B,. Como " < r, entonces V' C V. Sea ahora ¢ € V"

. Si gl > 2
Veamos que este caso no se puede dar. Como ¢ € V' = B(p,r’),
entonces ||g — p|| < ' < r < 2 —||p||. Ademés, por la desigualdad
triangular, tenemos que:

lall = Il < llg —»pll <2—|p]

Por tanto, tenemos que ||q||— ||p|| < 2—||p||, por lo que ||¢|| < 2. Pero
esto es una contradiccion, ya que habfamos supuesto que ||g|| > 2.

= Siflgl < 2:
Tenemos que V, = B(q,r,) € f,, para cierto 0 < r, < 2 — [|¢||.
Calculemos r, de forma que V, = B(q, r,) C V. Para ello, necesitamos
que, para todo = € B(q,1,), se tenga que ||z| < r:

r

2

r

lz =gl <rg = llzll <o+ gl <rg+7r"=r+ 5

<rE=r, <

min {%, 2 —|j¢|}

5 , tenemos lo buscado.

Por tanto, tomando r, =

2. (1 punto) Dado el subconjunto A = {(z,y) € X : x > 0}, calcula el interior y
la frontera de A.

Representamos en la siguiente figura el conjunto A:

Y

Calcularemos en primer lugar A°. Tenemos que:

peAL «—=IVep, |VCA
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Veamos que, si p € S, entonces p ¢ A°. Seap € S, por lo que dado V' € 3, se
tiene que V = B(0,7)U{p}, con r €]0, 1[. Por tanto, tenemos que (—3%,0) € V,
pero (—g, 0) ¢ A, porlo que V ¢ A. Por tanto, p ¢ A°.

Veamos entonces que A° = ,ZL con:
A=ANB(0,2) = A\ 5(0,2) = {(z,y) € X | >0, [[(z,y)| <2}

D) Seap = (x,y) € A, v veamos que p € A°. Como p € X, p ¢ S, entonces
dado V' € 3, se tiene que V = B(p,r), con r €]0,2 — ||p||[. Buscamos el
valor de r tal que V' = B(p,r) C A. Para ello, necesitamos que, para todo
(@',y') € B(p,r), se tenga que (z',y") € A;esdecir,z’ >0y ||(2/,y)] < 2.
Tomamos entonces r = min {2 — ||p||, #/2}, y veamos que B(p,r) C A:
C) Sea q = («/,y') € B(p,r), y veamos que ¢ € A. En primer lugar,

comprobamos que ¢ € X, es decir, ||¢]] < 2. Como ¢ € B(p,r),
entonces ||g — p|| < r, por lo que:

lg —pll <r=llgll <7+ pll <2~ lpl| + llpl| = 2

Por tanto, ¢ € X. Veamos ahora que ¢ € A, es decir, 2’ > 0. Supon-
gamos que =’ < 0, y veamos que esto es una contradiccién. Como
q € B(p,r), entonces ||qg — p|| < r, por lo que:

lg—pll =V (@ -2+ Y —y?<r=|2'—z|<r=
—r—r<i<z+r=zc-—1r<a

No obstante, esto es una contradiccion, ya que:
r—r>x—72=12>0

Por tanto, ' > 0, por lo que ¢ € A.
Por tanto, como 3r €]0,2 — ||p||[ tal que B(p,r) C A, entonces p € A°.

C) Sea p € A°, y veamos que p € A. Sabemos que p € A, y supongamos que
p € ANS. Como hemos visto antes, esto es una contradiccién, ya que
p ¢ A°. Por tanto, p € A\ S = A.

Por tanto, queda demostrado que A° = A. Calculemos ahora el cierre. Para
ello, sabemos que:

pEA=YV EB, VNA#D
Veamos entonces que A = 121\, con:
A=AUSU{(0,y) € X}

D) Sea p = (z,y) € g, y veamos que p € A. Distinguimos en funcién de si
p € 5 o no:

» Sipe S, entonces dado V' € 3, se tiene que V = B(0,r) U {p}. Por
tanto, tenemos que:

(g,o) eVNACB0,r)NA#D

6



Topologia I. Examen VIII

» Sipe A\ S, entonces dado V' € (3, se tiene que V = B(p, ), con
r €]0,2 — ||p||[. Por tanto,

peVNA=DB{pr)NA#£0)

» Sip=(0,y), y # £2, entonces dado V € f3,, se tiene que V =
B(p,r), conr €]0,2—||p||[. Por tanto, tomando § = min{"/2, /4 — ||p||?},

tenemos que:
q=0,y)€EVNA=Bpr)nA#l

En primer lugar, tenemos que ¢ € V ya que ||¢g—p|| = |§| < r. Veamos
ahora que ¢ € X:

gl = V2 + 2 <VA—plP+y2=Va=2

Por tanto, ¢ € X. Ademas, como ¢ > 0, entonces ¢ € A. Por tanto,
geVnNA.

Por tanto, en los tres casos, VV € 8,, VN A # (), por lo que p € A.

C) Sea p € A, y veamos que p € A. Supongamos que p € X pero p ¢ A.
Entonces, p = (z,y), con x < 0y [[p|| < 2. Veamos que esto es una
contradiccién. Como |[|p|| < 2, entonces para todo V' € f3,, se tiene que
V = B(p,r), con r €]0,2 — ||p||[. Consideramos entonces el valor r =
min{2—||p||, ~#/2}, y veamos que VNA = (). Paraello, sea ¢ = (2/,y') € V,
y veamos que ¢ ¢ A. Tenemos que:

lg—pll=v@ -2+ —y)? <r=|2' —z|<r=
—r—r<i<zr4+r=a<x+r

No obstante, tenemos que = + r < x + ~%¢/2 = %/2 < 0, por lo que 2’ < 0,
por lo que ¢ ¢ A. Por tanto, VN A = 0, por lo que p ¢ A, lo cual es una
contradicciéon. Por tanto, p € A.

Por tanto, queda demostrado que A = A. Por tanto, tenemos que:

A = A\A° = A\A = (AUSU{(0,y) € XH\(AN B(0,2)) = SU{(0,y) € X}

3. (0.5 puntos) Estudia si (X, 7) Hausdorff o no.

Veamos que no lo es. Sean p,q € S C X, con p # q. Entonces tenemos que,
para todo V € 3,, U € 3,, se tiene que 0 € V NU. Por tanto, 3V € 3,, U € B,
tal que V. NU = (), por lo que (X, T) no es Hausdorff.

4. (1 punto) Estudia si (X, 7T) es conexo o no.

Veamos en primer lugar que V,, = B(p,1/2) es conexo para todo p € X, ||p|| <
1/2. Veamos que Ty, C Tyy,:

C) Sea q € Vj,, y un entorno bésico de ¢ en Ty, serd de la forma B(q,7) NV,
con r €]0,2 — ||q||[. Veamos que dicho conjunto es un entorno de g en
Tuv,. Como B(q,r) € Ty, entonces B(q,r) NV, € T.y,. Ademds, como
q € B(q,7)NV,, entonces B(q,) NV, es un entorno de q en T,y , por lo
que se tiene que Ty, C ﬁvp.
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Por tanto, supongamos que V,, no es conexo, es decir, que existen U,V € Ty,
no triviales tales que UNV =0y V, = UUV. Como Ty, C T.v,, entonces
U,V € Tuy,, por lo que (V;), 7;‘/[)) no es conexo, lo cual es una contradiccién,
ya que V), es una bola abierta y sabemos que es conexa por ser estrellada. Por
tanto, V), es conexo.

Sea ahora ¢ € S, y consideramos V, = B(0,1/2) U {q} € B,. Veamos que V,
es conexo. Para ello, supongamos que V, no es conexo, es decir, que existen
U,V € T no triviales tales que UNV = 0 y V, = U U V. Supongamos sin
pérdida de generalidad que ¢ € U. Como U es abierto, entonces U es entorno
de ¢, por lo que 3r €]0, /2] tal que B(0,r) C U. Como U NV = (), entonces
V c B(0,1/2) \ B(0,r).

Consideramos ahora Vo = B(0,1/2), y tenemos que Ty, C Tuy,. Sean U =

Uny, V= V NV, y tenemos queU VEﬂ/O Ademas,
UnV=UnV)n(VnV)=UnvVnVy=0
TUV=UnNV)u(VnV)=UuV)nVy=V,NnVy ="V,

Por tanto, tenemos que Vj es disconexo. No obstante, esto es una contradic-
cién, ya que antes hemos visto que Vj era conexo. Por tanto, V, es conexo.

De esta forma, tenemos que:

X=SU(X\9) = <U{s}>uX\s U B 12u{shux\sc

pES seS

cJBoyuish | B(p,%) c X

seS
lIpl|=1/2

Por tanto, tenemos que:

X:B<ojl/z>u<u< 0,112 u{s}) U #(r3)

ses peX
lIpll=1/2
Entonces, X es la unién de conjuntos conexos en (X, 7T ), y todos ellos inter-
secan a B(0,1/2), por lo que (X, 7) es conexo.

5. (1 punto) Estudia si (X,7T) es compacto o no.

Veamos que X \ S es abierto. Sea p € X \ S, y veamos que 3V € f3, tal que
que V.C X\ S. Como p € X\ S, entonces ||p|| < 2. Por tanto, dado V' € 3,

9 _
se tiene que V' = B(p,r), con r €]0,2 — ||p||[. Tomamos entonces r = —HpH,

y veamos que V' C X'\ S. Para ello, sea g € V, y veamos que ¢ € X \ S. Como
q € V, entonces:

[l
2

2 — [|pll Il il
lapll < r = 200 I gy Iy = 1 B2 s <2
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Por tanto, ¢ € X \ S, por lo que V' C X \ S. Por tanto, X \ S es abierto.

Veamos ahora que, dado p € S, U, = B(0,1/2) U {p} es abierto. Para ello,
veamos que dado ¢ € U,, 3V € 3, tal que V' C U,. Distinguimos en funcién
de si ¢ = p o no:

» Si ¢ = p, entonces V = U, cumple lo que buscamos.

» Si g # p, entonces g € B(0,1/2), por lo que ||g|| < /2. Por tanto, dado
V € B, se tiene que V = B(q, ), con r €]0,2 — ||¢||[. Por tanto, tomando
r lo suficientemente pequeno, tenemos que V' C B(0,l/2), por lo que
Vcu,.

Por tanto, U, es abierto. Por tanto, consideramos el siguiente recubrimiento
de X mediante abiertos:

X = (UUP) U(X\S)

peS

Supomgamos entonces que X es compacto. Entonces, dado dicho recubrimien-
to, existe un subrecubrimiento finito. Sea entonces Sy C S finito tal que:

X = (U Up>u(X\S)

pESo

No obstante, esto es una contradiccién, ya que S es no numerable (infinito),
y Sp es finito. Por tanto, hay puntos de S que no estan en Sy, por lo que no
estan en dicho subrecubrimiento recubrimiento, lo cual es una contradiccion.

Por tanto, X no es compacto.
Ejercicio 2 (2.5 puntos). Elige una de las siguientes preguntas (2a o 2b):

2a. Da una definiciéon de subespacio compacto en un espacio topoldgico y prueba
las siguientes afirmaciones:

a) Un subespacio cerrado de un espacio topolégico compacto es compacto.

b) Todo subespacio compacto de un espacio topolégico Hausdorff es cerrado.
2b. Razona si son verdaderas o falsas las siguientes afirmaciones:

a) Todo entorno de un punto de un espacio topolégico es abierto.
Esto es falso. Como contraejemplo, consideremos el espacio topoldgico
(R, 7,), donde T, es la topologia usual. Entonces, el conjunto [—2,2] es
un entorno de 0, ya que existe una bola abierta | — 1, 1] tal que se tiene
que 0 €] — 1, 1[C [—2,2]. No obstante, este conjunto no es abierto, ya que
no es entorno del 2.

b) Si (X,T) es un espacio topoldgico entonces la aplicacién identidad dada
por Id : (X,T) — (X,7cr) es continua si y solo si (X, 7) es T1. Aqui,
Tcr denota la topologia cofinita.

Tenemos que Id es continua si y solo si Top C 7. Veamos por tanto que
es cierta mediante doble implicacién:
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—) Supongamos que Id es continua, por lo que 7cp C 7. Dados z,y €
X tales que x # y, entonces como (X, 7cr) es T1, entonces existen
UeTepconzelU,y¢U. Como Tep C T, entonces U € T, por lo
que (X,7T) es TL

<) Supongamos que (X,7T) es T1, y veamos que Tcp C 7. Para ello,
veamos que Ccp C Cr. Sea C € Ccp. Entonces, C' es finito, por lo
que In € N tal que C' = {z1,..., 2, }:

¢ = U{xi}

Como (X,7T) es T1, entonces {z} € C7 para todo x € X, por lo
que C' es una unién finita de cerrados, por lo que C' € C7. Por tanto,

Cor C Cr,porloque Top C T eld: (X, T)— (X, Tcr) es continua.
c) Sif:(X,T)— (Y,T’) es una aplicacién biyectiva entre espacios com-
pactos v T2, entonces f es continua si, y solo si, f~! es continua.
Demostramos que es cierta mediante doble implicacion:
=) Supongamos que f es continua, y tenemos que f es biyectiva. Ademas,
como (X, 7T) es compacto y (Y,T") es T2, entonces f es cerrada. Co-
mo f es continua, cerrada y biyectiva, entonces f es un homeomor-
fismo, por lo que f~! es continua.

<=) De manera andloga, como f~! es continua, cerrada y biyectiva,
entonces f~! es un homeomorfismo, por lo que f es continua.

Ejercicio 3 (2.5 puntos). En X =R x {—1,1} consideramos la relacién de equiva-
lencia dada por:

(1,71) = (22,¥2), o bien
(21, y1)R(2,y2) Ty, Ty > 1, o bien
Ty, T < —1.

Si sobre X consideramos la topologia usual inducida de R2, estudiar si:

1. La proyeccion candnica p : X — X/R es una aplicacién abierta,

Veamos qué puntos identifica la relacién de equivalencia:

T2

— - — = 4,,,,

R > T
—1

1

A
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

o~ !
S |
|
|
|
|

Demostremos ahora que es abierta. Para ello, una base de (X, 7T) es:

B = {Ja,b] x {1},]a,b[ x {~1} | a,b € R, a < b}

10
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Demostramos para el caso de ]a, b[x {1}, y el otro caso es andlogo. Distingumos
entonces en funcién de a, b:

= SiJa, b[C]1, +ool:
En este caso, tenemos que:

plla, b x {1}) = {[ |1, +oo[x{L, =1} [} € T/R

» SiJa,b[C] — 00, —1[:

En este caso, tenemos que:

pla, b x {1}) = {[] =00, =1[x{L, -1} } e T/R

» Sia,b[C] —1,1[:

En este caso, tenemos que |a,b[x{1} € Tx. Ademss,

p(a,0[ x {1}) =la,b[x{1}  p~(p(la, b x {1})) =Ja, b[x{1}
Por tanto, |a,b[x{1} es saturado, por lo que p(Ja,b[x{1}) € T/R.

s Si—-l<a<lyb>1:
Tenemos que:

p(U) =la, 1] x {1} U{[ |1, +-00[x{1, -1} ]}
Veamos que dicho conjunto es abierto. Sea el siguiente conjunto:
V =la, +oo[x{1} U |1, +oo[x{—1} € Tx

Tenemos que p~!(p(V')) = V, por lo que p(V) es abierto en 7 /R. Ademas,
p(U) = p(V), por lo que p(U) es abierto en T /R.

s Sia<—-1ly—-1<b<l:
Tenemos que:

Veamos que dicho conjunto es abierto. Sea el siguiente conjunto:
V =] — o0, —1[x{—-1} U] —o00,b[x{1} € Tx

Tenemos que p~t(p(V)) = V, por lo que p(V) es abierto en 7 /R. Ademas,
p(U) = p(V), por lo que p(U) es abierto en T /R.

m Sia<—-1yb>1:

Tenemos que:

p(U) = {[] =00, =1x{1, =1} JF U{[]1, +oo[x{1, =1} [} U [-1,1] x {1}

Veamos que dicho conjunto es abierto. Sea el siguiente conjunto:
V=Rx {1} U] —o00,—1[x{—-1} U1, +oo[x{—-1} € Tx

Tenemos que p~ ! (p(V')) = V, por lo que p(V) es abierto en 7 /R. Ademas,
p(U) = p(V), por lo que p(U) es abierto en T /R.

11
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Por tanto, como para todos los abiertos de la base B se tiene que p(U) € T /R,
entonces p es abierta.

2. X/R es T2,

En primer lugar, necesitamos calcular X/R. Tenemos que:

X/R = {[ 11, +00[x{1, =1} ], [] = o0, =1[x{1, -1} [} |
A x {1}, Ax {1}, Ax {1, -1} | AcC [-1,1]}

Sea z = {1} x {1} = (1,1) € X/R. Buscamos U € Tx saturado tal que
{z} € p(U). Como p~!({x}) = x, buscamos U € Tx saturado tal que z € U,
por lo que U es entorno de x, y entonces Je € RT tal que B((1,1),e)NX C U.
Por tanto, se tiene que U N (]1, +oo[x{1, —1}) # 0. Por tanto, como U es
saturado,
()1, 4o00[x{1,-1}H)U(1,1) C U

Por tanto, tenemos que, tomando = = [(1,1)] e y = [ |1, +oo[x{1,—1} ], se
tiene que VU € T/R con z € U:

{y}nU c{y N[ (1 +oo[x{1,-1H U (1, 1) | ={y} N ({y} U{z}) = {y} #0

Por tanto, no es T2.

Otra opcién de ver que no es T2 es ver que tampoco es T1. Para esto, veamos
que {[ ]1,4+o00[x{1,—1} ]} no es cerrado en X/R.

Buscamos U C X saturado y cerrado tal que p(U) = {[ |1, +o0[x{1,—1} ]}.
El tinico conjunto saturado de X tal que p(U) = {[ |1, +oo[x{1,—1} ]} es
U =|1,4+o00[x{1, -1}, que no es cerrado, por lo que no existe dicho conjunto
saturado y cerrado. Por tanto, {[]1,400[x{1, —1} |} no es cerrado, por lo que
X/R no es T1, por lo que tampoco es T2.

3. X/R es compacto,

Sabemos que X no es compacto por no ser R acotado, por lo que el hecho
de que la proyeccién p sea continua no nos sirve para demostrar si X/R es
compacto.

Opcidén 1: De forma directa.

Para ver que si es compacto, demostraremos que X/R es unién finita de
compactos. Para ello, sean los siguientes conjuntos:

Ar=A{[]1,+oo[x{1, -1} |} Az ={[] — o0, —1[x{1, -1} |}
Ay = [-1,1] x {1} Ay =[-1,1] x {-1}

Es directo ver que X/R = A; U Ay U A3 U Ay. Ademads, A;, Ay son com-

pactos por ser conjuntos unitarios. Veamos ahora que A3 es compacto.
En primer lugar, sabemos que es cerrado y acotado en R2, por lo que es
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compacto en R? y, como es cerrado en X, entonces es compacto en X.

Ademas, como T/R‘A = ‘A , entonces Aj es compacto en X/R. De
3 3

forma andloga, se demuestra que A4 es compacto.

Por tanto, X/R es unién finita de compactos, por lo que es compacto.

Opcion 2: Usando que la proyeccion canodnica es continua.
Sea C = [-2,2] x {—1,1} C X un conjunto compacto en X. por ser
unién de dos compactos. Como p es continua, tenemos que p(C') = X/R
es compacto.

4. X/R es conexo.

Sabemos que X no es conexo por no ser producto de conexos (ya que {—1,1}
no es conexo), por lo que el hecho de que la proyeccién p sea continua no nos
sirve para demostrar si X /R es conexo.

Opcion 1: De forma directa.

Para ver si es conexo, buscamos p(U) € T/RNCr/r. Es decir, buscamos
U saturado tal que U € TxNC7, . Como R es conexo, los inicos abiertos y
cerrados en (R, 7,) son () y R. Por tanto, los conjuntos abiertos y cerrados
en X son:

0, X, Rx {1}, Rx {-1}

No obstante, los dos tultimos no son saturados, por lo que los tnicos
abiertos y cerrados en X saturados son () y X. Por tanto, U = X, () por
lo que p(U) = X/R, . Por tanto, tenemos que X/R es conexo.

Opcidén 2: Usando que la proyeccion canodnica es continua.
Sea A = [-2,2] x {—1}, B = [-2,2] x {1} € X dos conjuntos conexos
en X. Como p es continua, tenemos que p(A), p(B) son conexos en X/R.
Ademas, tenemos que:

X/R = p(A) Up(B)
Ademés, p(A)Np(B) # 0, yaque p(2,1) = p(2,—1) = []1, +oo[x {1, —1}] €

p(A) N p(B). Por tanto, como X/R es unién de dos conjuntos conexos
con interseccién no vacia, entonces X/R es conexo.
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